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Re´sume´ :
On s’inte´resse a` une mode´lisation polycristalline d’un argilite en vue d’une e´tude de faisabilite´ du stockage souterrain
de de´chets radioactifs. Dans cette perspective, on se propose d’e´tudier dans ce travail la re´ponse e´lastoplastique en
conside´rant simultane´ment deux me´canismes de plasticite´ : de´formation des cristaux et glissement dans les interfaces
intercristallines. A cette fin, on e´tablit d’abord une solution originale du proble`me d’Eshelby pour une inclusion isotrope
transverse avec interface imparfaite. Puis on met en oeuvre un sche´ma auto-cohe´rent prenant en compte la plasticite´ des
grains (de type Schmid) entoure´s d’interfaces de type Tresca et des pores. Enfin, la re´ponse non line´aire pre´dite par le
mode`le propose´ est illustre´e et discute´e.
Abstract :
The present study is devoted to a polycrystalline modeling of a claystone. We aim at formulating an elastoplastic constitu-
tive law of this class of materials by considering simultaneously two mechanisms of plasticity : crystals deformation and
slip in intercrystalline interfaces. To this end, we first establish an original solution to the problem of Eshelby for a trans-
verse isotropic inclusion with imperfect interface. We then implement a self-consistent scheme which takes into account
Schmid type plastic grains surrounded by Tresca-like interfaces and pores. Finally, the nonlinear response predicted by
this model is illustrated and discussed.
Mots clefs : homoge´ne´isation, e´lastoplasticite´, polycristal poreux, interface, isotropie transverse
1 Introduction
Cette e´tude est consacre´e au de´veloppement d’une approche d’homoge´ne´isation non line´aire applique´e au
comportement me´canique d’une argilite dans la perspective d’une e´tude de faisabilite´ du stockage souterrain
de de´chets radioactifs. L’argilite est un milieu poreux complexe compose´ d’une phase argileuse, de pores et
de solides mine´raux tels que le quartz et la calcite principalement. La pre´sente communication se limite a` la
formulation d’un mode`le pre´dictif du comportement me´canique de la phase argileuse pure. Plus pre´cise´ment,
il s’agit d’e´tablir un mode`le micro-macro permettant de de´crire le comportement e´lastoplastique et isotrope
transverse de cette matrice argileuse, en s’appuyant sur l’approche incre´mentale de Hill [1] pour l’e´tape
d’homoge´ne´isation non line´aire. L’e´volution simultane´e des deux me´canismes pre´ponde´rants de plasticite´ est
conside´re´e : de´formation plastique des cristaux et glissement dans les interfaces intercristallines. Il convient
de souligner que le mode`le tient compte de la structure feuillete´e des particules, de la distribution des orienta-
tions des grains, et bien entendu des interfaces entre les cristaux conforme´ment aux donne´es microstructurales
disponibles pour le mate´riau d’e´tude.
2 Comportement plastique du polycristal avec interface parfaite
Des observations au Microscope Electronique a` Balayage (MEB) (cf. par exemple [2] indiquent que la phase
solide de la matrice argileuse de l’argilite (du Callovo Oxfordien) est compose´e de nombreuses plaquettes d’ar-
gile distribue´es ale´atoirement et avec une orientation de´sordonne´e des surfaces de contact entre les particules
d’argile. Sur la base de ces observations, nous proposons un mode`le de comportement me´canique de la ma-
trice argileuse en conside´rant des grains solides feuillete´s mode´lisant des plaquettes d’argile. En outre, afin de
rendre compte des effets des zones de contact entre les particules d’argile, il est suppose´ que les motifs solides
e´le´mentaires de la matrice argileuse sont organise´s sous forme de grains sphe´riques feuillete´s entoure´e par des
interfaces (avec discontinuite´ de de´placement) ayant une orientation de distribution isotrope.
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2.1 Comportement e´lastoplastique des grains
L’interpre´tation usuelle du comportement plastique des mate´riaux de type argilite s’appuie sur l’activation de
glissements entre feuillets a` l’e´chelle microscopique. On peut donc retenir pour la mode´lisation des syste`mes
de glissement de monocristaux un crite`re plastique du type Schmid : il est suppose´ que l’unique syste`me de
glissement associe´ a` chaque grain est active´ de`s que la contrainte effective correspondante atteint une valeur
critique. Pour chaque cristal, l’e´crouissage du grain n’est pas conside´re´. Le crite`re local s’exprime comme suit :
f = |τ | − τcr ≤ 0 (1)
τ = σ :m (2)
m =
1
2
(n⊗ t+ t⊗ n) =
1
2
(er ⊗ eθ + eθ ⊗ er) (3)
L’orientation normale aux feuillets, er, est de´finie par les angles d’Euler θ et φ dans le syste`me carte´sien
Oe1e2e3.
er = sin θcosφ e1 + sinθsinφ e2 + cosθ e3; eθ = cosθcosφ e1 + cosθsinφ e2 − sin θ e3 (4)
La forme incre´mentale des e´quations constitutives correspondantes s’e´crit :
σ˙ = L : ǫ˙ (5)
ou` l’ope´rateur tangent L s’e´crit classiquement :
L =
{
Cel si f(σ) ≤ 0
Cel −
(Cel: ∂f
∂σ
)⊗(Cel: ∂f
∂σ
)
( ∂f
∂σ
:Cel: ∂f
∂σ
)
si f(σ) = 0
(6)
On notera que le tenseur ∂f
∂σ
= 12 (er ⊗ eθ + eθ ⊗ er) de´finissant la direction de l’e´coulement plastique pour
le grain Gi contient l’information relative a` l’orientation du grain. En utilisant l’expression de L dans (6),
on obtient un tenseur dont la repre´sentation matricielle de Voigt est la meˆme que Cel, a` l’exception de la
composante Crθrθ de C est e´gale a` zero. En d’autres termes, la rigidite´ tangente en cisaillement ne disparaıˆt
que dans les directions intragranulaires feuillete´es pour le couple de directions (er, eθ).
2.2 Evolution plastique intragranulaire
On conside`re une compression uniaxiale dans la direction de (−e3 ⊗ e3). Les cristaux e´tant suppose´s ini-
tialement isotropes, l’e´volution de la microstructure de la matrice argileuse durant cet essai de compression
uniaxiale met en jeu une anisotropie lie´e a` l’activation du syste`me de glissement selon le crite`re de plasticite´
de type Schmid en fonction de la contrainte de cisaillement locale vue par le cristal.
depends on the angles of ( , , )  in the Cartesian system Oe1e2e3 . 
FIG. 1 – Distribution d’orientations des cristaux active´s et inactive´s - sche´matisation de diffe´rents domaines
(figure gauche) ; sche´matisation de diffe´rents axes (figure droite)
Au cours de la charge de compression, l’e´volution de la distribution des orientations cristallines (syme´triques
par rapport a` l’axe de re´volution e3) est de´crite sur la Fig.1). Il est ne´cessaire d’introduire une orientation θc
dans le plan local de (er, U). Les cristaux ayant cette orientation seront donc a` la limite de l’activation du
syste`me de glissement correspondant lorsque le crite`re sera atteint. En raison de la syme´trie par rapport a` l’axe
de U, l’analyse se restreint a` θ ∈ [0, 90˚]. A l’aide de (2)(3)(4),on montre que dans l’essai de compression
uniaxiale, le premier cristal critique est oriente´ a` θ = 45˚. L’augmentation du chargement macroscopique
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conduit a` une distribution d’orientations des cristaux plastifie´s dans un coˆne autour de l’axe de syme´trie θ =
45˚. La zone a` l’inte´rieur du coˆne correspond a` des cristaux plastifie´s, ayant donc des proprie´te´s anisotropes. A
l’oppose´, la zone exte´rieure a` l’angle du coˆne est associe´e a` des cristaux e´lastiques isotropes. Il va de soi que
l’angle du coˆne des syste`mes active´s sera de plus en plus grand avec la monte´e de charge, jusqu’a` atteindre 90˚
(plastification de tous les cristaux). En raison de l’anisotropie de distribution d’orientation, le comportement
macroscopique du milieu homoge´ne´ise´ e´quivalent est de type isotrope transverse.
3 Approche incre´mentale auto-cohe´rente et pre´dictions d’un premier mode`le
Pour la re´solution du proble`me d’homoge´ne´isation non line´aire, on met en oeuvre un sche´ma auto-cohe´rent
dans le cadre de la formulation incre´mentale de Hill [1]. A cette fin, il convient de conside´rer la loi de com-
portement local non line´aire sous la forme σ˙ (z) = L (z) : ǫ˙ (z). Moyennant l’hypothe`se d’homoge´ne´ite´ du
champ de de´formation plastique autour et dans l’inclusion, on peut tirer profit de la solution du proble`me de
l’inclusion e´quivalente d’Eshelby.
Pour chaque phase r ayant un module uniforme Lr, la relation macroscopique entre taux de contrainte et taux
de de´formation se pre´sente sous la forme :
Σ˙ = Lhom : E˙ avec Lhom = 〈L (z) : A (z)〉 =
N∑
r=1
frLr : Ar (7)
dans lequel Ar est le tenseur de localisation des taux de de´formations moyen de la phase r. Compte tenu de
la morphologie polycristalline du mate´riau, un sche´ma auto-cohe´rent est adapte´ au contexte anisotrope des
particules sphe´riques feuillete´es. Dans le cas particulier de particules feuillete´es distribue´es de fac¸on isotrope,
il vient :
Ar =
∫ 2pi
φ=0
∫ pi
θ=0
(
I + P0I :
(
Lr (θ, φ)− L
hom
))−1 sin θ
4pi dθdφ
:
[∑N
s=0 fs
∫ 2pi
φ=0
∫ pi
θ=0
(
I + P0I :
(
Ls (θ, φ)− L
hom
))−1 sin θ
4pi dθdφ
] −1 (8)
Dans le cas ou` la distribution en orientation des sphe`res feuillete´es n’est pas isotrope, le tenseur Ar et l’ope´rateur
tangent Lhom peuvent eˆtre obtenus par inte´gration sur l’angle θ appartenant aux coˆnes de cristaux plastifie´s et
de cristaux e´lastiques de´finis sur la Fig.1. Dans la formule(8), compte tenu de l’isotropie transverse du mate´riau,
la de´termination du tenseur de Hill P0I se fait : i) soit en s’appuyant sur les travaux de Whiters [3] de´die´s aux
milieux isotropes transverses contenant des inclusions ellipsoidales dont l’axe de re´volution coincide avec la
direction d’isotropie transverse ; soit par e´valuation nume´rique telle que propose´e dans [4].
Ce premier mode`le a e´te´ applique´ pour simuler des essais de compression uniaxiale en taux de de´formation
controˆle´. Les valeurs des parame`tres retenues pour les simulations nume´riques sont : Es = 3000MPa,
νs = 0.3, τcr = 1.5MPa, ϕ = 0.2, 0.3, 0.4, 0.45. Comme observe´ sur la Fig.2, on distingue nettement un
re´gime e´lastique suivi par un domaine de de´formations plastiques. Comme attendu, la raideur e´lastique, le
seuil de plasticite´ ainsi que la pente en re´gime plastique sont d’autant plus e´leve´es que la porosite´ est faible.
Malgre´ sa relative simplicite´, ce premier mode`le confirme que pour le type de mate´riau poreux feuillete´ au-
quel on s’inte´resse (porosite´ de l’ordre de 0.15, largement infe´rieure a` 0.45), le seul me´canisme de glissement
feuillet sur feuillet ne suffit pas pour exliquer l’occurence d’une ruine plastique. C’est prinicipalement cette
constatation qui a motive´ la proposition d’un second mode`le plus e´labore´, car prenant en compte un me´canisme
supple´mentaire ge´ne´re´ par la pre´sence d’interfaces imparfaites.
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FIG. 2 – Pre´dictions du mode`le pour la compression uniaxiale ; 4 niveaux de porosite´ sont conside´re´s
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4 Mode´lisation polycristalline prenant en compte des interfaces imparfaites
Le sche´ma auto-cohe´rent classique, de´crit ci-dessus, ne prend pas en compte les phe´nome`nes interfaciaux entre
les grains et qui affectent de fac¸on significative le comportement macroscopique de l’argilite. En restant dans
le cadre de l’approche incre´mentale mise en oeuvre, on introduit ici un taux de discontinuite´ de de´placement a`
la frontie`re ∂Gi du grain Gi. Les grains Gi et Gj sont en contact a` travers une interface Iij dont le comportement
est re´gi par une relation entre le taux du vecteur-contrainte local T˙ et le taux du saut de de´placement :
T˙ =Ktan ·
[
ξ˙
]
avec Ktan = Ktann n⊗ n+K
tan
t (1− t⊗ t) ;
[
ξ˙
]
i
= ξ˙
(
R+
)
i
− ξ˙
(
R−
)
i
(9)
Il s’agit d’une interface de type ressort dans lequel les raideurs tangentes peuvent eˆtre constantes ou couple´es
avec les me´canismes d’activation du glissement. L’approche propose´e consiste a` mode´liser un grain e´le´mentaire
comme une inclusion e´lastoplastique (voir section 2.1) entoure´e d’une interface imparfaite non line´aire. Avant
de re´soudre le nouveau proble`me d’homoge´ne´isation, il importe de revisiter d’abord le proble`me d’Eshelby
pour le motif constitue´ du grain isotrope entoure´ par l’interface imparfaite et des pores.
On notera que la prise en compte simultane´e des me´canismes interfaciaux et d’activation du glissement sera
re´alise´e dans la sous section 5.2.
4.1 Mode`le de grain sphe´rique isotrope entoure´ par une interface imparfaite
On conside`re le proble`me d’Eshelby pour un motif de grains sphe´riques isotropes entoure´s par une interface
imparfaite et comportant des pores sphe´riques. On se donne a` l’infini des conditions en taux de de´formation
uniforme au bord. On peut montrer que l’ope´rateur tangent homoge´ne´ise´ L estime´ par le sche´ma auto-cohe´rent
s’e´crit [5] :
L
hom = (1− ϕ)BS∪I :
(
ϕ
(
I− Shomsph
)−1
+ (1− ϕ)AS∪I
)−1
(10)
ou` l’indice de S ∪ I (resp.s) repre´sente l’ensemble de la sphe`re avec l’interface (resp. la sphe`re). r = r+0
(resp.r = r−0 ) repre´sente la le`vre externe (resp. le`vre interne) de l’interface r = r0. AS∪I est le tenseur de
localisation des taux de de´formation et BS∪I celui des taux de contrainte. Les relations micro-macro s’e´crivent :
¯˙ǫ
s
= As : E˙0 =
1
Ω
∫
r=r−0
ξ˙
esh (
r−0
) s
⊗ erdS
¯˙ǫ
S∪I
= AS∪I : E˙0 =
1
Ω
∫
r=r+0
ξ˙
esh (
r+0
) s
⊗ erdS
¯˙σ
S∪I
= BS∪I : E˙0 =
3
4pir20
∫
r=r0
er ⊗ σ˙
esh · erdS
(11)
dans lequel le taux de contrainte σ˙esh et le taux du saut de de´placement ξ˙esh sont les solutions du proble`me
ge´ne´ralise´ (cf. [6][7]), en conside´rant une sollicitation purement sphe´rique E˙0 = E˙01 et une autre purement
de´viatorique E˙0 = E˙0(e1 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2).
4.2 Cas du grain sphe´rique feuillete´ entoure´ par une interface imparfaite
On se focalise a` pre´sent sur le proble`me d’Eshelby correspondant au grain sphe´rique feuillete´ entoure´ par
une interface imparfaite. Une approximation base´e sur l’isotropisation du milieu homoge´ne´ise´ est propose´e,
avant la re´solution nume´rique ne´cessite´e par le sche´ma autocohe´rent. L’approximation est effectue´e a` chaque
ite´ration du processus auto-cohe´rent.
khomapprox =
1
3
(
Lhomrrrr + L
hom
rrθθ + L
hom
rrφφ
)
µhomapprox = L
hom
θφθφ
Lhomapprox = 3k
hom
approxJ + 2µ
hom
approxK
(12)
La solution du proble`me en contexte 3D sera recherche´e comme avant en conside´rant successivement diffe´rentes
directions du chargement en vitesse de de´formation controˆle´e. Compte tenu de ce que la rigidite´ en cisaillement
ne disparaıˆt que dans les plans de feuillets pour (er, eθ) et de ce que la structure pre´sente un axe de re´volution
e3, cinq directions de chargement repre´sentatives peuvent eˆtre choisies : une sollicitation sphe´rique E˙0 = E˙01
et quatre sollicitations de´viatoriques E˙0 = E˙0(−er ⊗ er − eθ ⊗ eθ), E˙0 = E˙0(eθ ⊗ eφ + eφ ⊗ eθ), E˙0 =
E˙0(er⊗ eθ + eθ⊗ er), E˙0 = E˙0(er⊗ eφ+ eφ⊗ er). Il est important de noter que la re´solution de ce proble`me
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est re´alise´e dans le syste`me de coordonne´es local (er, eθ, eφ). Apre`s un certain nombre de calculs analytiques,
on montre que les composantes des tenseurs As,AS∪I et BS∪I peuvent eˆtre de´termine´s :
αsrrθθ = α
s
θφφθ = α
s
rφφr =
(
as −
21
5(1−2νs)bsr
2
0
)
1
E˙0
αS∪Irrθθ = α
S∪I
θφφθ = α
S∪I
rφφr =
(
ahom +
4(4−νhomapprox)
5(1−2νhomapprox)
dhom
r30
)
1
E˙0
β
S
S
I
rrθθ = β
S∪I
θφφθ = β
S∪I
rφφr =
(
as
(1+2νs) −
21bsr20
5(1+2νs)(1−2νs)
)
E˙s
E˙0
(13)
Le glissement se produit seulement dans la direction de chargement E˙0 = E˙0(−er ⊗ er + eθ ⊗ eθ) suivant
laquelle le solide se de´forme de manie`re comme un pore. Les composants de AS∪Irθθr et BS∪Irθθr peuvent alors
s’e´crire :
αS∪Irθθr =
(
1−
6(khomapprox+2µhomapprox)
5(3khomapprox+4µhomapprox)
)−1
1
E˙0
; βS∪Irθθr = 0 (14)
d’ou` l’on peut de´duire les expressions des tenseurs de localisation en de´formation et en contrainte dans la base
de (er, eθ, eφ). Les expressions de ces tenseurs dans la base de (e1, e2, e3) s’obtiennent a` l’aide de formules
usuelles de changement de base.
5 Pre´dictions du mode`le avec interfaces imparfaites et conclusions
Ce second mode`le est maintenant applique´ pour simuler a` nouveau les essais de compression uniaxiale mis en
oeuvre en taux de de´formation controˆle´.
5.1 Influence du degre´ d’imperfection
Les valeurs des parame`tres utilise´es sont les meˆmes que pre´ce´dement : Es = 3000MPa, υs = 0.3, τcr =
1.5MPa,ϕ = 0.3,Ktann → ∞. Les pre´dictions sont illustre´es pour diverses raideurs tangentes Ktant qui
refle`tent le degre´ d’imperfection de l’interface (voir Fig.3). On observe que moins imparfaite est l’interface
entre les grains, plus re´sistant est le mate´riau. Ceci indique le roˆle tre`s important que joue les proprie´te´s de
l’interface dans la re´ponse macroscopique du mate´riau.
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FIG. 3 – Pre´dictions de la re´ponse macroscopique en compression uniaxiale pour diffe´rentes valeurs de Ktant
5.2 Simulation de deux me´canismes de de´formation simultane´ment
On se propose maintenant d’interpre´ter le me´canisme de rupture de la matrice argileuse en conside´rant si-
multane´ment les deux me´canismes de de´formation du mate´riau : glissement plastique des grains re´gi par un
crite`re de Schmid, interface imparfaite gouverne´ par un crite`re de Tresca σT < σcr, σT = |σT | e´tant la
norme de la contrainte tangentielle. On conside`re que le critie`re applique en un sens moyen, et l’interface est
rompue(Ktann → ∞,Ktant = 0) d’un coup, une fois que la contrainte critique σcr est atteinte. Des analyses
nume´riques nous ont conduit a` un sche´ma de distribution d’orientation des cristaux avec une interface parfaite
ou imparfaite du type de celui montre´ sur la Fig.4(figure de gauche) ; les deux coˆnes gris (interfaces rompues)
deviennent de plus en plus grands avec la monte´e en charge, jusqu’a` ce que toutes les interfaces soient plas-
tifie´s. En comparant la Fig.4 de gauche avec la Fig.1, il est possible d’e´tablir des sce´nari d’e´volutions en rapport
avec les deux me´canismes en fonction de θ (voir Fig.4 de droite). Les me´canismes de plastification des grains
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FIG. 4 – Distribution d’orientation des cristaux avec une interface imparfaite saine ou rompue (figure de
gauche). Evolution des deux me´canismes de de´formation en fonction de θ (figure de droite)
et d’interface subdivisent le domaine θ ∈ [0, 90˚] en 5 zones diffe´rentes (voir Fig.4 de droite). Les proprie´te´s
du motif dans chaque zone sont les suivantes :
– zones 1 et 5 : grains e´lastiques isotropes et interfaces rompues
– zones 2 et 4 : grains plastifie´s et interfaces rompues
– zones 3 : grains plastifie´s et interfaces saines
Sur la base des discussions ci-dessus, les simulations nume´riques prenant en compte les deux me´canismes
ont e´te´ re´alise´es en adoptant les valeurs suivantes des parame`tres : Es = 3000MPa, υs = 0.3, τcr =
1.5MPa, σcr = 1.5MPa, K
tan
n → ∞,K
tan
t → ∞ quand l’interface est parfaite, et Ktann → ∞,Ktant = 0
quand l’interface est plastifie´e. Deux niveaux de porosite´, ϕ = 0.2 et 0.3 sont conside´re´s.
Les courbes pre´dites par les deux mode`les (avec ou sans interface) montrent une grande diffe´rence (cf. Fig.5).
Dans les pre´dictions du deuxie`me mode`le, on observe un assouplissement du comportement lie´ au me´canisme
d’interface. Le mate´riau se rompt a` une contrainte correspondant a` la fin de la courbe contrainte-de´formation
ou` l’ope´rateur tangent de rigidite´ L s’annule. La courbe peut eˆtre divise´e en trois phases : une phase e´lastique,
une phase plastique provoque´e par la plastification des grains, et une phase de plasticite´ avec assouplissement.
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FIG. 5 – Pre´dictions de l’essai de compression uniaxiale - Comparaison entre les mode`les avec interface im-
parfaite ou sans interface (ligne continue)
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